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Praha 2012
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Abstrakt

Tato práce se zabývá metodami pro tvorbu návrh̊u experiment̊u - designs of ex-

periments (DoEs). Ty jsou základńı součást́ı každého experimentováńı, ale jsou nepo-

stradatelné rovněž pro spolehlivostńı výpočty nebo citlivostńı analýzy. V této práci se

věnujeme tvorbě návrh̊u experiment̊u v regulárńıch návrhových prostorech tvaru hyper-

krychĺı. Základńım požadavkem na návrhy experiment̊u je jejich schopnost rovnoměrně

pokrýt návrhový prostor (space-filling). Pro hodnoceńı kvality návrh̊u, ale též jako ćılová

funkce v procesu optimalizace během jejich tvorby je použita Euklidovská maximin vzdále-

nost (EMM). Jej́ı použit́ı je vhodné u návrh̊u jak pro klasické reálné (fyzikálńı, chemické,

biologické, ...) experimenty, tak pro experimenty virtuálńı - tzv. simulace (např. i armádńı

bojové scénáře).

V práci jsou představeny metody pro tvorbu návrh̊u s fixńım, předem stanoveným

počtem návrhových bod̊u, ale i metody schopné doplňovat již vytvořené návrhy daľśımi

návrhovými body. Dále můžeme metody rozdělit na ty, které tvoř́ı návrhy splňuj́ıćı pod-

mı́nky Latin Hypercube Sampling (LHS), a na ty, jež tyto podmı́nky nesplňuj́ı. LHS návrhy

jsou vhodné předevš́ım pro stochastické výpočty, nebot’ zaručuj́ı určitou pravděpodobnost

výskytu bod̊u. Návrhy nesplňuj́ıćı LHS podmı́nky jsou pak vhodné pro aproximace nebo

optimalizace reálných konstrukćı (např. v automobilovém pr̊umyslu).

Práce představuje řadu metod pro tvorbu rovnoměrně rozprostřených návrh̊u expe-

riment̊u spolu s porovnáńım jejich časové náročnosti (implementovány byly v programu

MATLAB) a kvality jimi vytvořených návrh̊u.
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Abstract

This thesis is focused on methods for designs of experiments (DoEs). DoEs constitute

an essential part of any experimentation. They are also indispensable for reliability or

sensitivity analyses. We are interested in designs of experiments in regular design spaces

within hypercubes. The main objective placed on the designs is their space-filling property.

The quality of resulting designs is measured by Euclidean Maximin distance (EMM). This

metric is used as an objective function in optimization process during the design creation

in several presented methods. The use of this metric is suitable for classical real (physical,

chemical, biological, ...) experiments as well as for virtual experiments called simulations

(e.g. army’s combat scenarios).

Both methods that create designs with a fix, predetermined number of design points

and methods with ability of adding points into already created designs are presented in this

thesis. We can also divide the methods into two categories. Ones with designs complying

the Latin Hypercube Sampling (LHS) conditions and ones with designs uncomplying these

conditions. LHS designs are suitable mainly for stochastic computations because they

guarantee certain probability of points distribution. Non-LHS designs are suitable for

approximations or structure optimization (e.g. in car industry).

The thesis presents several methods for creation of space-filling designs of experiments.

It also provides a comparison of their computational demands (algorithms were imple-

mented in MATLAB) and quality of resulting designs.
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3.8 Děleńı stěny 3D domény. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Kapitola 1

Úvod1

”
Pokud zavoláte statistika až po provedeńı experimentu, je to jako byste ho požádali

o provedeńı pitvy. Možná vám řekne, na co experiment zemřel.“2 Tak zńı citát R. A.

Fishera (1890 - 1962), jenž je považován za zakladatele teorie plánováńı experiment̊u

[Fisher, 1935]. Každý experiment je prováděn za účelem źıskáńı informaćı o nějakém

systému nebo procesu. Přesněji řečeno, chceme znát odezvu na konkrétńı kombinaci

vstupńıch parametr̊u. K tomu, abychom źıskali o chováńı systému či procesu co nejlepš́ı

a nejv́ıce vypov́ıdaj́ıćı informace, je vhodné experiment předem naplánovat - použ́ıt návrh

experimentu - design of experiment (DoE).

1.1 Návrhy experiment̊u

Všechny př́ıpustné kombinace vstupńıch parametr̊u vytvář́ı n-dimenzionálńı návrhový

prostor. Souřadnice bod̊u návrhového prostoru (návrhových bod̊u) odpov́ıdaj́ı konkrétńım

hodnotám jednotlivých vstupńıch parametr̊u. Na Obrázćıch 1.1 a 1.3 vid́ıme diskrétńı

a spojitý 2D návrhový prostor. Z d̊uvod̊u časových, finančńıch, ale též faktických nelze

otestovat všechny kombinace vstupńıch parametr̊u, tj. provést experiment odpov́ıdaj́ıćı

každému bodu návrhového prostoru. Přestože máme možnost vybrat pouze omezené

množstv́ı návrhových bod̊u, potřebujeme źıskat co nejlepš́ı představu o chováńı testo-

vaného systému nebo procesu; výběru daného množstv́ı návrhových bod̊u z návrhového

prostoru (tedy tvorbě návrhu experimentu) je proto zapotřeb́ı věnovat patřičnou pozor-

nost. Je zřejmé, že źıskáme odlǐsnou představu o chováńı systému použit́ım návrh̊u expe-

riment̊u zobrazených na Obrázku 1.2 vlevo a vpravo.

Oblasti lidské činnosti, ve kterých se s touto problematikou setkáváme, jsou velice

1Část této kapitoly byla publikována v [Myšáková and Lepš, 2012a].
2Původně

”
To call in the statistician after the experiment is done may be no more than asking him

to perform a postmortem examination: he may be able to say what the experiment died of.“ Sir Ronald
Aylmer Fisher, Indian Statistical congress, Sankhya, c.1938.
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Obrázek 1.1: 2-dimenzionálńı diskrétńı návrhový prostor. Obrázek vlevo ukazuje návrhový
prostor. Ten je tvořen konečným počtem návrhových bod̊u (modré body) - všemi kom-
binacemi př́ıpustných hodnot jednotlivých proměnných (x1 a x2). Obrázek vpravo pak
ukazuje odezvu systému nebo procesu pro jednotlivé kombinace vstupńıch parametr̊u.

rozličné. Původně se jednalo o navrhováńı chemických experiment̊u, dnes se s návrhy ex-

periment̊u setkáváme v pr̊umyslu farmaceutickém, zpracovatelském, ve stroj́ırenstv́ı i elek-

tronice, ale i v oblasti služeb nebo marketingu. Optimalizuj́ı se výrobńı procesy i vlastnosti

výrobk̊u samotných. Kromě reálných experiment̊u je však návrh experimentu ned́ılnou

součást́ı experiment̊u poč́ıtačových, analýz spolehlivosti či analýz citlivosti. Návrhy expe-

riment̊u se pro r̊uzné účely mohou výrazně lǐsit. Na rozd́ıl od poč́ıtačových experiment̊u,

ve kterých při stejné kombinaci vstupńıch parametr̊u źıskáme stejný výstup, v př́ıpadě

reálných experiment̊u toto platit nemuśı. Proto každá z těchto skupin nahĺıž́ı odlǐsně

např́ıklad na vhodnost výskytu duplikovaných nebo vzájemně si bĺızkých návrhových

0 0.5 1
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x
2
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Obrázek 1.2: Nerovnoměrně (vlevo) a rovnoměrně (vpravo) rozprostřený návrh experi-
mentu s 20 návrhovými body ve 2D.
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Obrázek 1.3: 2-dimenzionálńı spojitý návrhový prostor. Návrhovým prostorem (obrázek
vlevo) je část roviny (modrý čtverec). Je tvořen nekonečným počtem návrhových bod̊u
odpov́ıdaj́ıćıch kombinaćım vstupńıch proměnných (x1 a x2). Obrázek vpravo (pro ilu-
straci byla použita funkce peaks dostupná v programu MATLAB) pak ukazuje odezvu
systému nebo procesu pro jednotlivé kombinace vstupńıch parametr̊u.

bod̊u. O návrhu reálných experiment̊u a analýze jejich výsledk̊u pojednává základńı

d́ılo [Montgomery, 2000], o poč́ıtačových experimentech se může čtenář v́ıce dozvědět

v [Sacks et al., 1989] nebo ve [Fang et al., 2006].

Samotné experimenty můžeme dělit dle př́ıtomnosti a podoby podmı́nek omezuj́ıćıch

hodnoty vstupńıch parametr̊u (proměnných). V př́ıpadě, že takové podmı́nky nejsou,

mluv́ıme o regulárńım návrhovém prostoru tvaru hyperkrychle (Obrázek 1.4a). Jednot-

livé parametry (odpov́ıdaj́ıćı dimenźım hyperkrychle) mohou nabývat celé škály hodnot

bez ohledu na hodnoty ostatńıch parametr̊u. Nejčastěǰśım typem experimentu s ome-

zeńım je návrh směsi, ve kterém součet hodnot vstupńıch parametr̊u odpov́ıdá jednot-

(a) Hyperkrychle. (b) Simplex. (c) Polytop.

Obrázek 1.4: Tvary návrhových prostor̊u ve 3D.
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kové hmotnosti nebo objemu. V takovém př́ıpadě má návrhový prostor tvar simplexu3

(Obrázek 1.4b). Jsou-li zadány ještě daľśı podmı́nky omezuj́ıćı hodnoty jednotlivých vstup-

ńıch parametr̊u, źıskáváme návrhový prostor ve tvaru polytopu (Obrázek 1.4c).

1.2 Ćılové funkce

Kvalitu návrh̊u můžeme hodnotit celou řadou ćılových funkćı/kritéríı hodnot́ıćıch or-

togonalitu nebo rovnoměrnost pokryt́ı. Do prvńı skupiny patř́ı ćılové funkce:

• č́ıslo podmı́něnosti (CN),

• Pearson̊uv korelačńı koeficient (PMCC),

• Spearman̊uv korelačńı koeficient (SRCC) nebo

• Kendall̊uv korelačńı koeficient (KRCC).

Odkazy na kritéria zaměřená na ortogonalitu je možné nalézt např. v publikaćıch

[Cioppa and Lucas, 2007, Hofwing and Strömberg, 2010]. Rovnoměrnost pokryt́ı pak hod-

not́ı následuj́ıćı funkce:

• Audze-Eglais (AE),

• Euklidovská maximin vzdálenost (EMM),

• modifikovaná L2 diskrepance (ML2) nebo

• D-optimalita (Dopt).

O těch se lze v́ıce dozvědět v [Toropov et al., 2007] nebo [Crombecq et al., 2009]. Pře-

hled a porovnáńı jmenovaných ćılových funkćı uvád́ı též [Janouchová and Kučerová, 2011].

V této práci je pro porovnáváńı návrh̊u vytvořených jednotlivými metodami, ale

i jako ćılová funkce v optimalizačńım cyklu některých metod použita Euklidovská maximin

vzdálenost (EMM). Je zvolena pro svou jednoduchost a snadnost zobrazeńı. Zároveň se

jedná o metriku, která nejlépe poukazuje na vzájemnou bĺızkost experiment̊u (návrhových

bod̊u). EMM je nejkratš́ı ze všech vzájemných vzdálenost́ı mezi body návrhu:

EEMM = min{..., Lij, ...}, i = 1, ..., np; j = (i + 1), ..., np , (1.1)

kde np je počet návrhových bod̊u a Lij je euklidovská vzdálenost mezi body i a j. Snaž́ıme

se tedy o maximalizaci hodnoty EMM.

3Hodnoty jednotlivých proměnných pak odpov́ıdaj́ı plošným (trojúhelńıkovým) souřadnićım
návrhových bod̊u (viz Př́ıloha B). Dimenze návrhového prostoru tu tud́ıž neńı shodná s počtem
proměnných, nýbrž o jednu nižš́ı. Jak vid́ıme i v Př́ıloze B, trojúhelńık je 2-dimenzionálńı objekt, ale
poṕı̌seme-li jednotlivé body plošnými souřadnicemi, stanov́ıme tak hodnoty tř́ı proměnných.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

splňuj́ıćı LHS nesplňuj́ıćı LHS

Fixńı počet bod̊u
standard LHS Distmesh

výměna náhodný náhodný ubı́ránı́

výměna Cmin náhodný ubı́ránı́ NEW

Sekvenčńı LHS sequential
Delaunayova triangulace

generátory

Tabulka 1.1: Rozděleńı prezentovaných metod.

1.3 Rozděleńı metod

Metod tvorby návrh̊u experiment̊u existuje velké množstv́ı. Nejjednodušš́ı je metoda

Monte Carlo, ve které jsou body voleny zcela náhodně. My se však snaž́ıme o tvorbu

návrh̊u rovnoměrně pokrývaj́ıćıch návrhový prostor. To nelze u metody Monte Carlo

zaručit. Lepš́ıch výsledk̊u z tohoto pohledu dosahuje populárńı metoda Latin Hypercube

Sampling (LHS), o ńıž se v́ıce dozv́ıme záhy v Sekci 2.1.1 a z které řada metod po-

psaných v této práci vycháźı. Použijeme Delaunayovu triangulaci [Crombecq et al., 2009,

Del, 2001] k vyhledáváńı nedostatečně pokrytých část́ı návrhového prostoru a prozkoumá-

me možnosti nástroje Distmesh [Persson and Strang, 2004] pro tvorbu rovnoměrně roz-

prostřených návrh̊u. Pozornost bude věnována též generátor̊um pseudonáhodných č́ısel

a kvazináhodných sekvenćı.

V této práci se budeme zabývat metodami pro tvorbu návrh̊u experiment̊u bez ome-

zuj́ıćıch podmı́nek; návrhovým prostorem nám tedy budou hyperkrychle. Uvedené me-

tody jsou schopné vytvářet návrhy v n-dimenzionálńım prostoru. Z d̊uvod̊u výpočetńı

náročnosti jsou v této práci uvedeny výsledky metod na hyperkrychĺıch ve 2D - 5D, a to

vždy pro 100 návrhových bod̊u. Návrhy experiment̊u jsou zde tvořeny v bezrozměrných

doménách 〈0, 1〉n, kde n je počet dimenźı. Skutečné návrhy se vytvoř́ı lineárńı transfor-

maćı do uživatelem daných meźı. Je nutné poznamenat, že se zabýváme experimenty se

spojitými proměnnými v oboru reálných č́ısel4.

Jako výchoźı je v práci použito děleńı na metody s fixńım, předem daným počtem

bod̊u (Kapitola 2) a metody s doplňováńım bod̊u do již vytvořených návrh̊u (Kapitola 3).

V obou kapitolách jsou dále metody rozděleny podle toho, zda návrhy jimi vytvořené

splňuj́ı (Sekce 2.1 a 3.1) či nesplňuj́ı (Sekce 2.2 a 3.2) podmı́nky LHS. Tabulka 1.1 přináš́ı

přehled a základńı rozděleńı prezentovaných metod. V závěru každé sekce jsou představeny

d́ılč́ı výsledky jednotlivých metod. Kompletńı výsledky jsou pak uvedeny v Kapitole 5.

4Jednotlivé proměnné mohou nabývat libovolné hodnoty v rámci svých meźı - zde interval 〈0, 1〉.
Naproti tomu v př́ıpadě návrh̊u v diskrétńıch prostorech jsou hodnoty jednotlivých proměnných vyb́ırány
z konečného počtu možnost́ı.
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Kapitola 2

Metody s fixńım počtem bod̊u5

V této kapitole se budemě věnovat metodám, pomoćı kterých tvoř́ıme návrhy s fixńım,

předem stanoveným počtem bod̊u.

2.1 Metody splňuj́ıćı podmı́nky LHS

2.1.1 Metoda standard LHS
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Obrázek 2.1: Př́ıklad LHS návrhu pro 2 (vlevo) a 3 (vpravo) proměnné s 5 body
umı́stěnými do střed̊u interval̊u (smooth off).

Latin Hypercube Sampling (LHS) je jedńım z nejpopulárněǰśıch algoritmů pro tvorbu

návrh̊u, zejména z d̊uvodu jednoduchosti použit́ı a rychlosti výpočtu. T́ımto algoritmem

5Část této kapitoly byla publikována v [Myšáková and Lepš, 2011].
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Obrázek 2.2: Nevhodný LHS návrh.

vytvořené návrhy však z pohledu rovnoměrnosti pokryt́ı návrhového prostoru nedosahuj́ı

vždy přesvědčivých výsledk̊u. V LHS je každá proměnná (dimenze) rozdělena na np in-

terval̊u, kde np odpov́ıdá požadovanému počtu bod̊u návrhu. V rámci každého intervalu

je bod umı́stěn náhodně6 nezávisle pro každou proměnnou. V každém intervalu každé

proměnné (dimenze) je umı́stěn pouze jeden bod (ve 2D
”
pravidlo sudoku“). To vede

k regulárńımu DoE, jak je patrno z Obrázku 2.1. Nejhorš́ı př́ıpad LHS návrhu je ten, kdy

body vytvoř́ı diagonálu (Obrázek 2.2). Souřadnice jednotlivých návrhových bod̊u jsou

pak lineárně závislé, rovněž rovnoměrnost pokryt́ı návrhového prostoru je velmi špatná.

Nejjednodušš́ım řešeńım takového nedostatku je vytvořeńı zcela nového LHS návrhu, to

jest užit́ı
”
metody hrubé śıly“. Takový postup je užit např́ıklad v prostřed́ı MATLAB ve

funkci lhsdesign7. Metoda standard LHS tedy v každé iteraci (počet iteraćı voĺı uživatel)

vytvář́ı nový návrh a jako výsledný představ́ı ten s nejlepš́ı (nejvyšš́ı) hodnotou EMM.

2.1.2 Výměny

Špatný LHS návrh (z pohledu EMM) může být vylepšen výměnou pozic jednot-

livých bod̊u (ovšem při zachováńı vlastnost́ı LHS), viz např́ıklad [Novák and Lehký, 2006,

Kučerová, 2007]. Jsou vybrány 2 body, jedna z dimenźı a prohozeny odpov́ıdaj́ıćı souřadni-

ce.

6Nebo může být umı́stěn do středu intervalu - v prostřed́ı programu MATLAB parametr smooth off.
7Podle přednastaveńı je vytvořeno 5 návrh̊u a nejlepš́ı (z pohledu zvolené ćılové funkce - v našem

př́ıpadě EMM) je představen uživateli.
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souřadnice
bod návrhu x1 x2

1 0.05 0.05
2 0.15 0.85 → 0.65
3 0.25 0.35
4 0.35 0.95
5 0.45 0.55
6 0.55 0.45
7 0.65 0.65 → 0.85
8 0.75 0.25
9 0.85 0.75
10 0.95 0.15

Obrázek 2.3: Výměna dvou náhodných bod̊u návrhu (zde na souřadnici x2). Červená
úsečka vyznačuje EMM. Nedocháźı ke zvýšeńı hodnoty EMM, tato výměna tedy nebude
přijata.

2.1.2.1 Metoda výměna náhodný náhodný

V prvńı variantě metody jsou všechny tři volby (2 body a konkrétńı souřadnice) zcela

náhodné. Po každé iteraci, oproti výše zmı́něným odkaz̊um, kde je použit algoritmus

simulovaného ž́ıhańı (Simulated Annealing), přij́ımáme pouze úspěšný krok (kdy došlo

ke zvýšeńı hodnoty EMM). Proto tuto metodu můžeme označit jako náhodný horole-

zecký (Hill Climbing) algoritmus. Jak je patrné i z Obrázku 2.3, úspěšná může být pouze

výměna, do ńıž vstupuje jeden z bod̊u z dvojice s minimálńı vzájemnou vzdálenost́ı - to

je zajǐstěno v následuj́ıćı metodě.

2.1.2.2 Metoda výměna Cmin náhodný

Jelikož v́ıme, které dvojici bod̊u odpov́ıdá hodnota EMM, aplikujeme heuristickou

proceduru, ve které se snaž́ıme měnit pozice bod̊u z této dvojice (tj. zajistit konec existence

této př́ılǐs si bĺızké dvojice). Algoritmus vyměňuje jednu (náhodně zvolenou) souřadnici

bodu z dvojice s EMM (který z dvojice to bude, je voleno náhodně8) a jiného, náhodně

zvoleného bodu, dokud nedojde ke zlepšeńı - ke zvýšeńı hodnoty EMM. Poté algoritmus

8Zde je prostor pro vylepšeńı metody tak, aby byl vždy do výměny pośılán
”
horš́ı“ z dvojice bod̊u

s EMM, tj. bod, jehož druhá nejkratš́ı vzdálenost k jinému bodu je menš́ı než u druhého z dvojice s EMM;
popsaná metoda by byla časově náročněǰśı z d̊uvodu nutnosti obsáhleǰśı analýzy vektoru vzájemných
vzdálenost́ı; u použité verze stač́ı nalézt minimálńı prvek tohoto vektoru.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0

x
1

x
2

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1
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6 0.55 0.45
7 0.65 0.65
8 0.75 0.25
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Obrázek 2.4: Výměna bodu z dvojice s EMM a náhodně vybraného bodu (zde na
souřadnici x2). Červená úsečka vyznačuje EMM před výměnou, zelená po výměně. Docháźı
ke zvýšeńı hodnoty EMM, tato výměna tedy bude přijata.

najde novou dvojici s minimálńı vzdálenost́ı a pokračuje stejným zp̊usobem. Metodu

přibližuje Obrázek 2.4.

2.1.3 Výsledky

Obrázek 2.5 ukazuje výsledky uvedených metod v 5D, a to ve verzi smooth on a smooth

off. Vid́ıme, že metoda standard LHS (černá křivka) je výrazně pomaleǰśı (za stejný

časový interval provedla čtvrtinový počet iteraćı), nebot’ v každé iteraci vytvář́ı zcela nový

návrh, zat́ımco metody s výměnami bod̊u pracuj́ı s p̊uvodńım jednou vytvořeným návrhem

a v něm pouze měńı určité souřadnice. Dále je znatelný rozd́ıl mezi variantami LHS návrh̊u

s body umı́stěnými v rámci jednotlivých interval̊u náhodně (smooth on) a s body ve

středech interval̊u (smooth off). Vid́ıme celkově nižš́ı dosaženou hodnotu EMM a větš́ı

rozptyl hodnot u druhé jmenované varianty. Metoda standard LHS ztráćı v porovnáńı

s metodami s výměnami bod̊u. Z těch je lepš́ı metoda výměna Cmin náhodný (okrová

křivka), ve které je v každé iteraci výrazně vyšš́ı pravděpodobnost na zlepšeńı. Ovšem

jak vid́ıme, při dostatečném počtu iteraćı se modrá křivka (výměna náhodná náhodný) té

okrové přibližuje, nebot’ nakonec zřejmě provede ty samé výměny.

Kĺıč k Obrázku 2.5: tenké barevné křivky znázorňuj́ı minimálńı a maximálńı hodnoty,

tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100 spuštěńı.
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standard LHS 100000 it.

výměna náhodný náhodný 400000 it.

výměna Cmin náhodný 400000 it.
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Obrázek 2.5: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
s fixńım počtem bod̊u splňuj́ıćıch podmı́nky LHS na 5D doméně. Obrázek nahoře - smooth
on (náhodně v rámci intervalu), obrázek dole - smooth off (uprostřed intervalu).
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2.2 Metody nesplňuj́ıćı podmı́nky LHS

2.2.1 Odeb́ıráńı z přehuštěného LHS návrhu

Výsledné návrhy vytvářené následuj́ıćımi dvěma metodami podmı́nky LHS nesplňuj́ı.

Metody však využ́ıvaj́ı rychlosti tvorby LHS návrh̊u a ty jsou tak použity jako výchoźı

pro tyto metody. Je vytvořen LHS návrh s vyšš́ım počtem bod̊u, než je požadováno pro

výsledný návrh, a z takto přehuštěného návrhu opakovaně odeb́ırány body až do dosažeńı

požadovaného počtu bod̊u.

2.2.1.1 Metoda ubı́ránı́

V přehuštěném LHS návrhu (počet výchoźıch bod̊u, stejně jako požadovaný počet

bod̊u ve výsledném návrhu je volen uživatelem) je nalezena dvojice bod̊u, které odpov́ıdá

hodnota EMM, tedy dvojice bod̊u s nejkratš́ı vzájemnou vzdálenost́ı. Právě jeden z těchto

bod̊u je z návrhu odstraněn. Je tak zajǐstěno zlepšeńı hodnoty EMM v každé iteraci,

tj. vždy po odstraněńı bodu. Který z dvojice bod̊u bude odebrán, je voleno náhodně.

Metodu přibližuje Obrázek 2.6. Jak je patrné i na tomto obrázku, může nastat situace, při

ńıž je zřejmé, že by bylo vhodněǰśı odebrat druhý z dvojice bod̊u s minimálńı vzdálenost́ı.

V následuj́ıćı metodě je proto volbě mezi těmito dvěma body věnována větš́ı pozornost.

0 1
0

1

x
1

x
2

Obrázek 2.6: Odebráńı náhodně zvoleného bodu z dvojice s EMM. Modrý bod = náhodně
zvolený z dvojice s EMM - bude odebrán, Červená úsečka = EMM.
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Obrázek 2.7: Odebráńı
”
horš́ıho“ bodu z dvojice s EMM. Graf vlevo znázorňuje pro každý

bod jeho prvńı a druhou nejkratš́ı vzdálenost k jinému bodu. Azurové sloupce znač́ı mi-
nimálńı vzájemnou vzdálenost (EMM), červený sloupec označuje kratš́ı z druhých nej-
kratš́ıch vzdálenost́ı dvojice bod̊u s EMM - odpov́ıdaj́ıćı bod bude odebrán. Kĺıč: Žluté
sloupce = prvńı nejkratš́ı vzdálenosti k jinému bodu, Modré sloupce = druhé nejkratš́ı
vzdálenosti k jinému bodu, Azurové sloupce = EMM, Červený sloupec = kratš́ı z druhých
nejkratš́ıch vzdálenost́ı dvojice bod̊u s EMM, Azurový bod =

”
lepš́ı“ z dvojice s EMM,

Červený bod =
”
horš́ı“ z dvojice s EMM - bude odebrán, Červená úsečka = EMM.

2.2.1.2 Metoda ubı́ránı́ NEW

V principu se tato metoda shoduje s metodou předchoźı. Lǐśı se však t́ım, jak je

vyb́ırán bod z dvojice s minimálńı vzájemnou vzdálenost́ı (EMM), který bude z návrhu

odebrán. V předchoźı metodě je bod vybrán náhodně. Je však patrné, že výsledný návrh

může dosáhnout vyšš́ı kvality, pokud budeme z dvojice odeb́ırat bod
”
horš́ı“. Za takový

je v této metodě považován ten, jehož druhá nejkratš́ı vzdálenost k ostatńım bod̊um

návrhu je menš́ı. Je tedy nalezena dvojice bod̊u s nejkratš́ı vzájemnou vzdálenost́ı a pro

každý z těchto bod̊u zjǐstěna ještě druhá nejkratš́ı vzdálenost. Princip metody ilustruje

Obrázek 2.7.

2.2.2 Nástroj Distmesh

Daľśı metoda pro tvorbu návrh̊u experiment̊u je založena na aplikaci nástroje Distmesh

(DM) detailně popsaném v [Persson and Strang, 2004]. Jedná se o heuristický algoritmus

použ́ıvaný k tvorbě śıt́ı pro metodu konečných prvk̊u (MKP) - Finite Element Method

(FEM). Je známé, že tyto śıtě dosahuj́ı vysoké kvality, jsou-li jejich uzly rovnoměrně
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(a) Triangulace náhodných bod̊u
vytvářej́ıćı systém prut̊u.

(b) Stav po 5ti iteraćıch.

(c) Stav po 50ti iteraćıch. (d) Výsledný návrh.

Obrázek 2.8: Pr̊uběh metody využ́ıvaj́ıćı nástroj Distmesh.

rozprostřené. Proto nástroj Distmesh použ́ıváme i k tvorbě návrh̊u experiment̊u.

Výchoźı body jsou ztriangulovány pomoćı Delaunayovy triangulace9 [Del, 2001], č́ımž

se vytvoř́ı prutová konstrukce. Algoritmus následně posunuje př́ılǐs si bĺızké uzly (spojené

př́ılǐs krátkými pruty) směrem od sebe tak, aby pruty výsledné konstrukce byly stejně

dlouhé10. Obrázek 2.8 ilustračně znázorňuje pr̊uběh metody. V pr̊uběhu docháźı k opa-

kováńı triangulace pro zajǐstěńı fyzikálńı konzistence vyv́ıjej́ıćı se př́ıhradové konstrukce.

Body, které během rozṕınáńı opust́ı hranice př́ıpustné domény, je nutné vrátit zpět.

DM obsahuje návratové procedury pro jednoduché objekty, v př́ıpadě hyperkrychle použ́ı-

9Delaunayova triangulace je často použ́ıvaným typem triangulace. Doména tvořená návrhovými body
je v ńı rozdělena na simplexy tak, že hyperkoule opsaná jednotlivým simplex̊um tvořeným body návrhu
neobsahuje žádný daľśı bod návrhu (viz Obrázek 3.7).

10V popisované metodě je použita varianta s parametrem huniform, ve které je požadována stejná
délka všech prut̊u. Nástroj však nab́ıźı i možnost zadáńı proměnné délky prut̊u v r̊uzných oblastech
řešené domény, např. zahuštěńı u okraj̊u, otvor̊u apod.
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(a) Plnohodnotné řešeńı. (b) Zjednodušené řešeńı.

Obrázek 2.9: Směr posunu bod̊u zpět do př́ıpustné domény. Zjednodušená varianta je
použita z d̊uvodu úspory; pro plnohodnotné řešeńı je nutné zjistit, v jaké oblasti se bod
nacháźı. Ve 2D doméně (čtverci) jsou možnosti posunu dvě: kolmo ke straně nebo směrem
k vrcholu; ve 3D doméně (krychli) už jsou možnosti tři: kolmo ke stěně, kolmo k hraně
nebo směrem k vrcholu; s vyšš́ı dimenźı tak přibývá i těchto možnost́ı.

váme zjednodušené řešeńı znázorněné na Obrázku 2.9b.

V p̊uvodńı verzi nástroje Distmesh uživatel zadává požadovanou délku prut̊u a nástroj

si sám vytvoř́ı odpov́ıdaj́ıćı počet výchoźıch bod̊u. V naš́ı metodě algoritmu předkládáme

již vytvořenou sadu výchoźıch bod̊u, na kterou je poté algoritmus aplikován. Vyzkoušeny

byly tři varianty lǐśıćı se p̊uvodem výchoźı sady bod̊u. V prvńım př́ıpadě jsou body vy-

tvořeny zcela náhodně, ve druhém př́ıpadě byly vytvořeny metodou ubı́ránı́, ve třet́ım

metodou ubı́ránı́ NEW.

2.2.3 Výsledky

Výsledky na 2D a 5D doménách ukazuje Obrázek 2.10. Je patrné, že pozornost věnova-

ná volbě odebraného bodu v metodě ubı́ránı́ NEW přináš́ı zlepšeńı oproti volbě náhodné

v metodě ubı́ránı́. Zároveň u těchto dvou metod vid́ıme, že ačkoli má výsledný návrh

vždy 100 bod̊u, je patrná závislost jeho kvality (dosažené hodnoty EMM) na počtu bod̊u

ve výchoźım přehuštěném návrhu. Podle výsledk̊u nástroje Distmesh lze konstatovat, že

zp̊usob tvorby výchoźıch bod̊u pro jeho aplikaci nemá výrazný vliv na výsledek. Nástroj

dosahuje prakticky stejných výsledk̊u bez ohledu na zp̊usob tvorby výchoźı sady bod̊u

(náhodně vytvořené, vytvořené metodou ubı́ránı́ nebo metodou ubı́ránı́ NEW). Dále

vid́ıme velký rozd́ıl v použitelnosti nástroje Distmesh v závislosti na počtu dimenźı. V 5D

je znatelné kromě poklesu kvality na začátku i určité zacykleńı nástroje.

Kĺıč k Obrázku 2.10: (np→ 100) označuje 100 bod̊u zbylých po odeb́ıráńı z np p̊uvodně

vytvořených; tenké barevné křivky a znaménka + znázorňuj́ı minimálńı a maximálńı

hodnoty, tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100 spuštěńı.
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ubı́ránı́ 2D: (200→100, 300→100, ..., 600→100) b., 5D: (500→100,
1000→100, ..., 2500→100) b.
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1000→100, ..., 2500→100) b.

Distmesh výchoźı body: rand 100 b.; 2D: 3000 it., 5D: 500 it.

Distmesh výchoźı body: ubı́ránı́ (200→100) b.; 2D: 3000 it., 5D: 500 it.

Distmesh výchoźı body: ubı́ránı́ NEW (200→100) b.; 2D: 3000 it., 5D: 500 it.
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maximum metodou circle packing [Szabó et al., 2007]

Obrázek 2.10: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
s fixńım počtem bod̊u nesplňuj́ıćıch podmı́nky LHS na 2D a 5D doménách.
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Kapitola 3

Sekvenčńı metody

V této kapitole se budeme zabývat metodami potřebnými v situaćıch, při nichž neźıská-

me dostatečné informace o chováńı testovaného systému ani po provedeńı předem stano-

veného počtu experiment̊u. Je tedy nutné provést experimenty daľśı. Jednou možnost́ı je

vytvořit nový návrh experimentu s vyšš́ım počtem bod̊u. To je ovšem nevhodné v př́ıpadě,

že samotné provedeńı experimentu je nákladné (at’ už finančně nebo časově). V takovém

př́ıpadě chceme již źıskané informace využ́ıt a p̊uvodńı návrh pouze doplnit daľśımi body

(kombinacemi vstupńıch parametr̊u pro provedeńı experimentu). Budeme se tedy věnovat

metodám, které umožňuj́ı přidáńı bod̊u do již vytvořených návrh̊u.

3.1 Metody splňuj́ıćı podmı́nky LHS11

3.1.1 Metoda LHS sequential

Tato metoda je schopná přidávat k již vytvořenému LHS návrhu daľśı body tak,

že i výsledný návrh splňuje podmı́nky LHS [Vořechovský, 2009]. Rozlǐsujeme 2 varianty

podle toho, zda byl výchoźı návrh vytvořen metodou LHS s body umı́stěnými ve středu

jednotlivých interval̊u (v MATLABu parametr smooth off), nebo náhodně v rámci jed-

notlivých interval̊u (v MATLABu parametr smooth on). Metoda je kombinována s př́ı-

stupem výměna Cmin náhodný, jak bude popsáno ńıže.

3.1.1.1 smooth off - trojnásobek počtu bod̊u

V prvńı variantě metody je p̊uvodńı LHS návrh vytvořen s parametrem smooth off,

body jsou tedy umı́stěny do střed̊u jednotlivých interval̊u. Aby byly i po přidáńı bod̊u za-

chovány podmı́nky LHS, je nutné přidat dvojnásobek počtu bod̊u tvoř́ıćıch p̊uvodńı návrh.

Výsledný návrh bude mı́t tedy trojnásobný počet bod̊u než návrh p̊uvodńı. Každý inter-

11Část této sekce byla prezentována př́ıspěvkem v [Myšáková and Lepš, 2012b].
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výsledný návrh

přidané body

původní návrh

Obrázek 3.1: Metoda LHS sequential verze smooth off. Obrázek znázorňuje princip
metody na jedné proměnné (dimenzi).

(a) Výchoźı návrh (n bod̊u). (b) Přidáńı daľśıch 2n bod̊u. (c) Výsledný návrh. Výchoźı
body z̊ustaly nedotčeny.

Obrázek 3.2: Pr̊uběh metody LHS sequential verze smooth off. Červená úsečka znač́ı
minimálńı vzdálenost mezi body návrhu (EMM).

val každé proměnné p̊uvodńıho LHS návrhu (na Obrázćıch 3.2a, 3.1 znázorněn modrými

body) je rozdělen na třetiny. Jelikož jsou p̊uvodńı body umı́stěny do střed̊u interval̊u, je

vždy druhý z vzniklých tř́ı podinterval̊u obsazen p̊uvodńım bodem, zat́ımco dva krajńı

podintervaly jsou volné a mohou do nich být přidány body nové. Následně je vytvořen

nový LHS návrh s dvojnásobkem počtu p̊uvodńıch bod̊u a ten distribuován do připrave-

ných volných interval̊u (na Obrázćıch 3.2b, 3.1 znázorněn zelenými body). K zaručeńı

určité kvality takto vzniklého doplněného návrhu je následně použita metoda výměna C-

min náhodný popsaná v 2.1.2.2, ovšem s t́ım omezeńım, že do výměn mohou vstupo-

vat pouze body přidané, zat́ımco body p̊uvodńıho návrhu z̊ustávaj́ı na svých pozićıch.

Výsledné návrhy jsou znázorněny na Obrázćıch 3.2c, 3.1. Metoda byla testována tak, že

byl nejprve vytvořen návrh s 34 body pomoćı metody výměna Cmin náhodný popsané
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Obrázek 3.3: Tvorba výchoźıho návrhu pro metodu LHS sequential verze smooth off.
Graf závislosti metriky EMM na počtu iteraćı použitých v metodě výměna Cmin náhodný

pro tvorbu 34 bod̊u ve 2D. Graf obsahuje výsledky ze 100 spuštěńı, tenká horńı, resp.
dolńı linie odpov́ıdá maximálńı, resp. minimálńı hodnotě metriky EMM v dané iteraci,
silná linie odpov́ıdá hodnotě pr̊uměrné.

v 2.1.2.212 a následně přidány body pomoćı zde popsané metody. U této metody maj́ı

tedy výsledné návrhy 102 bod̊u.

3.1.1.2 smooth on - dvojnásobek počtu bod̊u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

výsledný návrh

přidané body

původní návrh

Obrázek 3.4: Metoda LHS sequential verze smooth on. Obrázek znázorňuje princip me-
tody na jedné proměnné (dimenzi).

Druhá varianta metody se lǐśı t́ım, že p̊uvodńı LHS návrh je vytvořen s parametrem

smooth on, body jsou tedy umı́stěny v rámci jednotlivých interval̊u náhodně. Aby byly

i po přidáńı bod̊u zachovány podmı́nky LHS, je nutné přidat počet bod̊u stejný jako

12Aby byl výchoźı návrh sám o sobě dostatečně kvalitńı (nebot’ ve skutečnosti by byl p̊uvodńı
”
menš́ı“

návrh rovněž optimalizován), volba počtu iteraćı pro jeho tvorbu vycháźı z Obrázku 3.3. Je patrné, že
vhodná volba počtu iteraćı je cca 250. Vyšš́ı počet již nepřináš́ı zlepšeńı. Takováto analýza je provedena
pro volbu počtu iteraćı pro všechny př́ıklady (2D - 5D) variant smooth off i smooth on.
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(a) Výchoźı návrh (n bod̊u). (b) Přidáńı daľśıch n bod̊u. (c) Výsledný návrh. Výchoźı
body z̊ustaly nedotčeny.

Obrázek 3.5: Pr̊uběh metody LHS sequential verze smooth on. Červená úsečka znač́ı
minimálńı vzdálenost mezi body návrhu (EMM).

měl p̊uvodńı návrh. Výsledný návrh bude mı́t tedy dvojnásobný počet bod̊u než návrh

p̊uvodńı. Každý interval každé proměnné p̊uvodńıho LHS návrhu (na Obrázćıch 3.5a, 3.4

znázorněn modrými body) je rozdělen na poloviny. Jelikož jsou p̊uvodńı body umı́stěny

v intervalech náhodně, je nutné určit, které z vzniklých podinterval̊u jsou již obsazené

p̊uvodńımi body a které jsou volné pro body nové. Následně je vytvořen nový LHS návrh,

který má stejný počet bod̊u jako má p̊uvodńı návrh, a ten je distribuován do připravených

volných interval̊u (na Obrázćıch 3.5b, 3.4 znázorněn zelenými body). Poté je použita me-

toda výměna Cmin náhodný popsaná v 2.1.2.2, ovšem s t́ım omezeńım, že do výměn mohou

vstupovat pouze body přidané, zat́ımco body p̊uvodńıho návrhu z̊ustávaj́ı na svých po-

zićıch. Výsledné návrhy jsou znázorněny na Obrázćıch 3.5c, 3.4. Metoda byla testována

tak, že byl nejprve vytvořen návrh s 50 body pomoćı metody výměna Cmin náhodný po-

psané v 2.1.2.2 a následně přidány body pomoćı zde popsané metody.

3.1.2 Výsledky

K ilustraci výsledk̊u metod slouž́ı Obrázek 3.6. Ukazuje výsledky na 2D doméně. Ve

variantě smooth on bylo nejprve vytvořeno 50 bod̊u a následně přidáno daľśıch 50, ve va-

riantě smooth off měl výchoźı návrh 34 bod̊u a přidáno bylo bod̊u 68. Jak naznačuj́ı

výsledky v Sekci 2.1.3, smooth off varianty LHS návrh̊u dosahuj́ı nižš́ıch výsledných

hodnot. To zde neplat́ı, pravděpodobně proto, že smooth on varianta má vyšš́ı počet

výchoźıch (následnými výměnami nedotknutelných) bod̊u a nemá tak dostatečný prostor

k dosažeńı vyšš́ı hodnoty pomoćı metody výměna Cmin náhodný.

Kĺıč k Obrázku 3.6: tenké barevné křivky znázorňuj́ı minimálńı a maximálńı hodnoty,

tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100 spuštěńı.
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LHS sequential smooth on (1500 + 7000) it.

LHS sequential smooth off (250 + 7000) it.
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teoretické maximum pro LHS návrh [van Dam et al., 2009]

Obrázek 3.6: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) sek-
venčńıch algoritmů splňuj́ıćıch podmı́nky LHS na 2D doméně.

3.2 Metody nesplňuj́ıćı podmı́nky LHS13

3.2.1 Metody založené na Delaunayově triangulaci

Daľśı skupina metod je založena na Delaunayově triangulaci (Obrázek 3.7) př́ıpustné

domény (triangulace, o ńıž jsme se již krátce zmı́nili v sekci o nástroji Distmesh, je termı́n

13Část této sekce byla publikována v [Myšáková and Lepš, 2011].

Obrázek 3.7: Delaunayova triangulace ve 2D (vlevo) a ve 3D (vpravo).

32



KAPITOLA 3. SEKVENČNÍ METODY

Obrázek 3.8: Děleńı stěny 3D domény. Na prvńım obrázku je LHS návrh, na druhém plně
faktoriálńı návrh.

vhodný pro 2D, obecně jde o rozděleńı domény na simplexy) [Crombecq et al., 2009].

Dı́ky relativně jednoduchému výpočtu objemu simplexu můžeme źıskat hrubý odhad toho,

kde je největš́ı nevyplněný prostor v řešené doméně. Postup výpočtu objemu simplexu

je uveden v Př́ıloze A. Ve všech variantách metody zač́ınáme výchoźım LHS návrhem,

následně je provedena Delaunayova triangulace [Del, 2001], v každém kroku nalezen sim-

plex s největš́ım objemem a do jeho těžǐstě umı́stěn nový bod návrhu (viz Př́ıloha B

o výpočtu souřadnic těžǐstě simplexu). Tento postup je opakován, dokud neńı doćıleno

požadovaného počtu návrhových bod̊u.

Zároveň je řešena otázka zp̊usobu a hustoty děleńı hran (ve 2D), stěn (ve 3D), re-

spektive (n− 1)-facet (viz Př́ıloha C) v řešené doméně; n znač́ı počet dimenźı. Důležitost

správné hustoty děleńı hran dokumentuje Obrázek 3.9. Co se týče zp̊usobu děleńı, porov-

nali jsme dvě varianty - v jedné byly hraničńı objekty pokryty LHS návrhy, v druhé byly

použity tzv. plně faktoriálńı (fullfact) návrhy (viz Obrázek 3.8). Tento zp̊usob se ukázal

jako výhodněǰśı. Rozděleńı hraničńıch objekt̊u je prováděno dynamicky během výpočtu

v závislosti na aktuálńım počtu bod̊u ve vytvářeném návrhu.

3.2.1.1 Stálá triangulace

Prvńı varianta metody poskytuje nejlepš́ı představu o tom, které oblasti domény jsou

dosud málo pokryté a kam je tedy nejvhodněǰśı přidat nový bod návrhu. V každé iteraci

je provedena Delaunayova triangulace, nalezen simplex s největš́ım objemem a do jeho

těžǐstě přidán nový návrhový bod. Postup dokumentuje Obrázek 3.10. Hraničńı objekty

jsou pokryty pomocnými plně faktoriálńımi návrhy s každou osou rozdělenou na intervaly,

jejichž počet odpov́ıdá spodńı celé části n-té odmocniny z aktuálńıho počtu bod̊u v návrhu,
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(a) Použit́ı hustého děleńı hrany. Vzni-
kaj́ı typické úzké, do středu domény
orientované simplexy.

(b) Výsledný obrázek po vytvořeńı
celého návrhu. Vlivem př́ılǐs hustého
děleńı hrany nedojde k dostatečnému
pokryt́ı okrajových část́ı domény.

(c) Použit́ı ř́ıdkého děleńı hrany. Vzni-
kaj́ı typické široké simplexy podél hran
domény.

(d) Výsledný obrázek po vytvořeńı
celého návrhu. Vlivem př́ılǐs ř́ıdkého
děleńı hrany mohou vznikat shluky
v okrajových částech domény.

Obrázek 3.9: Rozd́ıl v hustotě děleńı hran. Použita varianta plně faktoriálńıho návrhu
- hrana je pravidelně rozdělena. Pro Obrázky 3.9b, 3.9d: modré body označuj́ı hranice
domény (jsou jen pomocné během výpočtu, nejsou součást́ı výsledného návrhu), červené
body byly vytvořeny LHS metodou, zelené přidány v každé iteraci do těžǐstě simplexu
s největš́ım objemem.

kde n je dimenze návrhového prostoru. Prováděńı Delaunayovy triangulace v každém

kroku je ovšem, zvláště ve vyšš́ıch dimenźıch, výpočetně náročné. V následuj́ıćı variantě

je proto retriangulováno jen po určitém počtu iteraćı.
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(a) Červený bod znázorňuje
težǐstě největš́ıho simplexu -
bude přidán jako nový bod
návrhu.

(b) Následuj́ıćı krok. Došlo
k retriangulaci, opět vyznačen
bod v těžǐsti největš́ıho sim-
plexu.

(c) Výsledný obrázek po vy-
tvořeńı celého návrhu.

Obrázek 3.10: Prvńı varianta metody založené na Delaunayově triangulaci (ve 2D) -
po přidáńı bodu je provedena nová triangulace celé př́ıpustné domény. Význam barev
v Obrázku 3.10c: modré body označuj́ı hranice domény (jsou jen pomocné během výpočtu,
nejsou součást́ı výsledného návrhu), červené body byly vytvořeny LHS metodou, zelené
přidány v každé iteraci do těžǐstě simplexu s největš́ım objemem.

(a) Červený bod znázorňuje
težǐstě největš́ıho simplexu -
bude přidán jako nový bod
návrhu. Zelené úsečky vy-
značuj́ı rozděleńı simplexu na 3
nové.

(b) Následuj́ıćı krok. Nedošlo
k retriangulaci. Opět vyznačen
bod v těžǐsti největš́ıho sim-
plexu a rozděleńı tohoto sim-
plexu.

(c) Výsledný obrázek po vy-
tvořeńı celého návrhu.

Obrázek 3.11: Druhá varianta metody založené na Delaunayově triangulaci (ve 2D) - po
přidáńı bodu neńı provedena nová triangulace celé př́ıpustné domény, největš́ı simplex je
pouze rozdělen. Význam barev v Obrázku 3.11c: modré body označuj́ı hranice domény
(jsou jen pomocné během výpočtu, nejsou součást́ı výsledného návrhu), červené body byly
vytvořeny LHS metodou, zelené přidány v každé iteraci do těžǐstě simplexu s největš́ım
objemem.

35



KAPITOLA 3. SEKVENČNÍ METODY

3.2.1.2 Rozdělováńı

Ve druhé variantě metody je retriangulace prováděna jen po určitém počtu iteraćı.

V ostatńıch kroćıch je simplex, do jehož těžǐstě byl přidán nový bod, pouze rozdělen

na (n + 1) simplex̊u, které jsou považovány za plnohodnotné nové simplexy pro následný

výpočet objemu14; n znač́ı počet proměnných, tj. dimenźı. Tato varianta metody je znázor-

něna na Obrázku 3.11. Zp̊usob a hustota děleńı hraničńıch objekt̊u jsou stejné jako

u předchoźı varianty metody. K retriangulaci docháźı zároveň se změnou v hustotě děleńı

hraničńıch objekt̊u (tedy v závisloti na aktuálńım počtu bod̊u ve vytvářeném návrhu).

Zda neexistuje vhodněǰśı volba okamžiku pro retriangulaci se dozv́ıme vzápět́ı.

3.2.1.3 Heuristická procedura pro rozdělováńı

U varianty algoritmu, kde docháźı k retriangulaci až po určitém počtu krok̊u, je

stěžejńı právě toto určeńı - kdy retriangulovat. V základńı verzi je retriangulace pro-

vedena zároveň se změnou hustoty děleńı hraničńıch objekt̊u. Je však patrné, že kvalita

návrhu klesá v okamžiku, kdy je rozdělen simplex, který již sám vznikl rozděleńım. Proto

je zavedena heuristická procedura zaručuj́ıćı, že takový simplex již rozdělen nebude. Jsou

tedy rozděleny (přidáńım nového bodu do těžǐstě) ty simplexy, jejichž objem je větš́ı než

1/(n + 1) objemu největš́ıho (prvńıho rozděleného po dosud posledńı provedené trian-

gulaci) simplexu, kde n znač́ı počet dimenźı (Obrázek 3.12). Teprve po rozděleńı všech

14Může doj́ıt k situaci, kdy je simplex s největš́ım objemem tak velký, že po jeho rozděleńı jsou i jeho
části při hledáńı daľśıho simplexu pro přidáńı bodu vyhodnoceny jako největš́ı v doméně.

(a) Červený bod znač́ı těžǐstě
největš́ıho simplexu - prvńıho
rozděleného. Nové body jsou
přidány do těžǐst’ všech sim-
plex̊u, jejichž objem je větš́ı než
1/3 (ve 2D) největš́ıho ze sim-
plex̊u (prvńıho rozděleného).

(b) Následně provedena retri-
angulace a opakován postup.

(c) Opět provedena retriangu-
lace a opakován postup - zde již
je přidáno jen takové množstv́ı
bod̊u, aby jejich celkový počet
odpov́ıdal požadavku uživatele.

Obrázek 3.12: Použit́ı heuristické metody k určeńı iterace, ve které má být provedena
retriangulace. Červená úsečka znač́ı minimálńı vzájemnou vzdálenost bod̊u návrhu.
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(a) Každý bod se vyskytuje 3nkrát. (b) Každý bod se vyskytuje 2nkrát.

Obrázek 3.13: Použit́ı periodických okrajových podmı́nek.

těchto př́ıpustných simplex̊u je provedena retriangulace. A právě až při retriangulaci je

aktualizováno i děleńı hraničńıch objekt̊u.

3.2.1.4 Periodické okrajové podmı́nky

U skupiny algoritmů založené na Delaunayově triangulaci je d̊uležitá otázka zp̊usobu

a hustoty děleńı hraničńıch objekt̊u řešené domény. Vyzkoušeli jsme dva zp̊usoby - LHS

návrh na hraničńıch objektech nebo plně faktoriálńı návrh (Obrázek 3.8). Tento problém

lze obej́ıt použit́ım periodických okrajových podmı́nek - periodic boundary conditions

(PBC). Konkrétně se jedná o periodicitu bod̊u, nikoli śıtě. Výchoźı LHS návrh vytvořený

v základńı (ćılové) buňce (tou je řešená doména - v této práci hyperkrychle 〈0, 1〉n) je

zkoṕırován do sousedńıch buněk, následně je provedena Delaunayova triangulace všech

těchto bod̊u a metoda pokračuje hledáńım simplexu, do jehož těžǐstě má být přidán nový

bod. Ten je také zkoṕırován do okolńıch buněk. Nejprve byla zkoušena varianta, kdy

se každý bod vyskytuje 3nkrát (Obrázek 3.13a), tato varianta je však časově náročněǰśı

a jej́ı výsledky nejsou lepš́ı než u varianty, ve které se každý bod vyskytuje jen 2nkrát

(Obrázek 3.13b), kde n znač́ı počet dimenźı. Byla vyzkoušena celá řada verźı lǐśıćıch se

v tom, jak často je prováděna retriangulace, zda je největš́ı simplex (do jehož těžǐstě má

být přidán nový bod) vyhledáván v celé doméně, nebo jen v základńı buňce, zda jsou

rozdělovány všechny simplexy, do nichž je vložen nový bod, nebo jen ten lež́ıćı v základńı

buňce atd. Pro porovnáńı bylo vybráno 6 verźı, tři (označeny 1, 2, 5) jsou založeny na

principu stálé triangulace, tři (označeny 12, 15, 18) pak vycházej́ı z metody s rozdělováńım

simplex̊u. Ilustračńı Obrázek 3.14 znázorňuje variantu, v ńıž je provedena pouze prvńı tri-

angulace a nadále jsou simplexy pouze rozdělovány. Na obrázku jsou jasně patrné p̊uvodńı,

LHS metodou vytvořené body, kolem nichž vznikaj́ı nové body návrhu. Z hlediska met-
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riky EMM je však takový návrh zcela nevhodný. Obrázek tak naznačuje i motivaci pro

vytvořeńı heuristické procedury popsané v předchoźı sekci. Na Obrázku 3.15 vid́ıme verzi

metody, ve které je největš́ı simplex hledán pouze mezi simplexy, které maj́ı alespoň je-

den vrchol uvnitř výchoźı buňky. Rovněž rozdělovány jsou pouze tyto simplexy (označeny

okrovou barvou). Můžeme si všimnout postupného zužováńı okrové oblasti kolem výchoźı

buňky.

Kĺıč k Obrázk̊um 3.13 - 3.15: Zelené body = body p̊uvodně vytvořené pomoćı LHS,

Červený bod = těžǐstě největš́ıho simplexu v dané iteraci - přidáno jako nový bod návrhu,

Růžové body =
”
kopie“ těžǐstě v okolńıch buňkách - přidány jako nové body, Modré body

= body návrhu přidané v předchoźıch iteraćıch.

Obrázek 3.14: Výstup typický pro rozdělováńı bez retriangulace při použit́ı periodických
okrajových podmı́nek ve verzi, v ńıž se každý bod vyskytuje 3nkrát.

Obrázek 3.15: Varianta metody s periodickými okrajovými podmı́nkami ve verzi s každým
bodem vyskytuj́ıćım se 2nkrát. Simplex s největš́ım objemem je hledán pouze mezi těmi,
které maj́ı alespoň jeden vrchol uvnitř ćılové buňky.
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3.2.2 Generátory

Jako metodu pro tvorbu návrh̊u experiment̊u nelze opomenout v oboru optimalizace

často použ́ıvané generátory pseudonáhodných č́ısel a kvazináhodných sekvenćı. Následuje

přehled obou skupin generátor̊u, v́ıce informaćı lze nalézt v [Maaranen et al., 2007] nebo

v [Press et al., 2007].

3.2.2.1 Generátory pseudonáhodných č́ısel

Generátory pseudonáhodných č́ısel jsou typické použ́ıváńım matematické operace mo-

dulo - zbytek po celoč́ıselném děleńı. Lze je dělit do dvou skupin podle toho, zda během

cyklu použ́ıvaj́ı hodnotu pouze z posledńı, nebo z v́ıce předchoźıch iteraćı.

Prvńı skupinou jsou kongruenčńı generátory. Jejich název je odvozen z výrazu

kongruence, jej́ıž nejznáměǰśı př́ıpad je spojen právě s operaćı modulo, např. č́ıslo 3 je

kongruentńı s č́ıslem 7 modulo 4, protože (3 mod 4 = 3) a rovněž (7 mod 4 = 3). Tyto

generátory využ́ıvaj́ı hodnotu pouze z předchoźı iterace. Patř́ı sem lineárńı, kvadratický,

inverzńı, aditivńı nebo paralelńı lineárńı generátory. Jednoduchý př́ıklad kongruenčńıho

generátoru je dán vztahem:

mi = mi−1 ·K mod M, i = 0, 1, 2, ..., (3.1)

ve kterém je č́ıslo mi z intervalu (0, M-1〉 vytvořeno pomoćı č́ısla mi−1 z předchoźı

iterace. M je celé č́ıslo, K konstanta generátoru [Klvaňa, 2005]. Náhodné č́ıslo z intervalu

(0 ,1) poté źıskáme vyděleńım č́ısla m celým č́ıslem M .

Druhou skupinu generátor̊u pseudonáhodných č́ısel tvoř́ı rekurzivńı generátory.

Ty poč́ıtaj́ı s hodnotami z několika předchoźıch iteraćı. Zařazujeme sem multiplikativńı

rekurzivńı, zpožděný Fibonacciho, AWC (add-with-carry), SWB (substract-with-borrow)

nebo MWC (multiply-with-carry) generátory. Př́ıklad rekurzivńıho generátoru pak vypadá

následovně:

mi = (mi−1 ·K1 + ... + mi−k ·Kk) mod M, i = 0, 1, 2, ..., (3.2)

ve kterém je č́ıslo mi z intervalu (0, M-1〉 vytvořeno pomoćı č́ısel z k předchoźıch

iteraćı. M je celé č́ıslo. Náhodné č́ıslo z intervalu (0 ,1) poté źıskáme vyděleńım č́ısla m

celým č́ıslem M .

Ačkoli se od předchoźıch dvou skupin lǐśı, zařazujeme do skupiny generátor̊u náhodných

č́ısel i generátory s využit́ım posuvných registr̊u se zpětnou vazbou feedback shift re-

gister generators. Ty také použ́ıvaj́ı operaci modulo, ale narozd́ıl od výše uvedených

generátor̊u, ve kterých se děĺı velkým přirozeným č́ıslem, zde je M zpravidla rovno dvěma,

č́ımž vznikaj́ı sekvence jedniček a nul.
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(a) Sobol - 2D - 100 bod̊u.
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(b) Sobol - 2D - 1000 bod̊u.
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(c) Sobol - 2D - 10000 bod̊u.
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(d) Halton - 2D - 100 bod̊u.
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(e) Halton - 2D - 1000 bod̊u.
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(f) Halton - 2D - 10000 bod̊u.

Obrázek 3.16: Sobolova a Haltonova sekvence ve 2D.
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(a) Sobol - 3D - 1000 bod̊u.
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(b) Halton - 3D - 1000 bod̊u.

Obrázek 3.17: Sobolova a Haltonova sekvence ve 3D.

3.2.2.2 Generátory kvazináhodných sekvenćı

Druhou velkou skupinou jsou generátory kvazináhodných sekvenćı. Z nich můžeme

jmenovat van der Corputovu, Hammersleyovu, Haltonovu, Sobolovu, Faureho nebo Nie-

derreiterovu sekvenci. Jejich významnou vlastnost́ı je, že pokud je prvńıch 100 bod̊u

sekvence rovnoměrně rozprostřeno, pak i daľśıch 100 bod̊u sekvence je rovněž rovnoměrně
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rozprostřeno. Nav́ıc i návrh vzniklý překryt́ım těchto dvou d́ılč́ıch návrh̊u je rovnoměrně

rozprostřen.

Kvazináhodné sekvence se vyznačuj́ı ńızkou diskrepanćı a jsou navrženy tak, aby se

jejich body co nejv́ıce
”
navzájem vyhýbaly“. Jsou založeny na elementárńım intervalu

s báźı b:

E =
n∏

i=1

[
ai
bdi

,
ai + 1

bdi

)
, (3.3)

kde ai, di a b jsou přirozená č́ısla. E je subinterval n-dimenzionálńı jednotkové hyper-

krychle. Sobolova sekvence má bázi rovnou dvěma, báze Haltonovy sekvence je prvoč́ıslo.

Program MATLAB nab́ıźı funkce k tvorbě těchto dvou sekvenćı. Prvńıch 100, 1000

a 10000 bod̊u sekvenćı ve 2D ukazuje Obrázek 3.16, Obrázek 3.17 potom prvńıch 1000

bod̊u sekvenćı ve 3D.

3.2.3 Výsledky

Obrázek 3.18 ukazuje vývoj hodnoty EMM v pr̊uběhu přidáváńı návrhových bod̊u

na 2D a 5D doméně. Je zřejmé, že hodnota stále klesá, můžeme si však všimnout skok̊u

v př́ıpadě Haltonovy a Sobolovy sekvence. Generátory přidávaj́ı body v určitých sek-

venćıch tak, že návrh s np body je rovnoměrně rozprostřený a návrh s (np + 1) body

rovněž. Můžeme si též všimnout vyrovnané kvality metod založených na Delaunayově

triangulaci ve 2D, ovšem výrazného poklesu kvality varianty s rozdělováńım simplex̊u

v dimenzi vyšš́ı. Pro srovnáńı je uvedena metoda přidáváńı bod̊u pomoćı funkce rand do-

stupné v programu MATLAB. Tato funkce je založena na generátoru pseudonáhodných

č́ısel Mersenne twister. Na Obrázku 3.19 uváděj́ıćım výsledky na 2D doméně ovšem vid́ıme

značný rozd́ıl v časové náročnosti metod založených na Delaunayově triangulaci. Z těch

pak nejlépe dopadá varianta s rozdělováńım s aplikaćı heuristické procedury k určeńı

iterace, ve které provád́ıme retriangulaci. Tedy varianta, v ńıž nelze rozdělit simplex,

který sám vznikl rozděleńım. Použit́ı periodických okrajových podmı́nek se ve 2D jev́ı

jako úspěšné (kromě verze 1, ve které je největš́ı simplex hledán ve všech buňkách, což

vede d́ıky periodicitě bod̊u, nikoli śıtě k nebezpeč́ı vzniku nekvalitńıho návrhu ve výchoźı

buňce), v kompletńıch výsledćıch v Kapitole 4 však uvid́ıme, že ve vyšš́ıch dimenźıch,

zvláště kv̊uli výpočetńı náročnosti, tato metoda sṕı̌se ztráćı.

Kĺıč k Obrázk̊um 3.18 a 3.19: tenké barevné křivky a znaménka + znázorňuj́ı minimálńı

a maximálńı hodnoty, tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100 spuštěńı.
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Haltonova sekvence poč́ınaje 2 body

Sobolova sekvence poč́ınaje 2 body

Delaunay stálá tr. poč́ınaje 10 body

Delaunay rozdělováńı poč́ınaje 10 body

rand poč́ınaje 2 body

Obrázek 3.18: Vývoj EMM při přidáváńı bod̊u.

42



KAPITOLA 3. SEKVENČNÍ METODY
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Delaunay rozdělováńı (10 + 90) b.
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Delaunay rozd. + heuristika (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 1 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 2 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 5 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 12 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 15 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 18 (10 + 90) b.
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Haltonova sekvence prvńıch 100 b.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Sobolova sekvence prvńıch 100 b.

Obrázek 3.19: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) sek-
venčńıch algoritmů nesplňuj́ıćıch podmı́nky LHS na 2D doméně.
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Implementace

Algoritmy byly implementovány v programu MATLAB R2010a. Použ́ıváme funkce

lhsdesign, delaunayn, haltonset a sobolset, které program MATLAB, př́ıpadně jeho

statistický toolbox obsahuje. K výpočtu vzájemných vzdálenost́ı bod̊u a tedy i hodnoty

EMM byl použit algoritmus, který je součást́ı funkce lhsdesign statistického toolboxu

programu MATLAB verze R2007b. Jelikož se nejedná o běžně použ́ıvaný algoritmus, spolu

s př́ıkladem ho zde uvád́ıme pro seznámeńı:

1 function s=metrika_EMM_N(x)

2

3 [m,p] = size(x);

4 pp = (m-1):-1:2;

5 I = zeros(m*(m-1)/2,1);

6 I(cumsum([1 pp])) = 1;

7 I = cumsum(I);

8 J = ones(m*(m-1)/2,1);

9 J(cumsum(pp)+1) = 2-pp;

10 J(1)=2;

11 J = cumsum(J);

12

13 d = zeros(size(I));

14

15 for j=1:p

16 d = d + (x(I,j)-x(J,j)).^2;

17 end

18

19 s = sqrt(min(d));

20

Do funkce vstupuje matice x, která obsahuje souřadnice bod̊u (počet řádk̊u odpov́ıdá

počtu bod̊u, počet sloupc̊u odpov́ıdá počtu dimenźı):

x =

0.2414 0.5512

0.8903 0.4533

0.4046 0.1276

0.5586 0.8886
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Obrázek 4.1: Př́ıklad výpočtu vzájemných vzdálenost́ı.

Body z matice x spolu s jejich vzájemnými vzdálenostmi, jejichž výpočet tu ro-

zeb́ıráme, zobrazuje Obrázek 4.1.

Algoritmus vytvoř́ı vektory index̊u I a J, které následně použije v jediném for-cyklu

(prob́ıhaj́ıćım přes dimenze) k určeńı pořadových č́ısel bod̊u, jejichž kvadráty odpov́ıdaj́ı-

ćıch souřadnic se maj́ı odeč́ıst. Samotné souřadnice bod̊u jsou tedy použity až v samém

závěru v tomto for-cyklu.

I = J=

1 2

1 3

1 4

2 3

2 4

3 4

Je vytvořen vektor d kvadrát̊u vzájemných vzdálenost́ı mezi body. Obsahuje kvadráty

prvk̊u horńı trojúhelńıkové matice D vzájemných vzdálenost́ı mezi body řazené po řádćıch

této trojúhelńıkové matice (zobrazená matice D je pro orientaci doplněna o pořadová č́ısla

bod̊u):

d = sqrt_d = D =

0.4307 0.6563 1 2 3 4

0.2061 0.4540 1 0 0.6563 0.4540 0.4631

0.2145 0.4631 2 0.6563 0 0.5848 0.5473

0.3420 0.5848 3 0.4540 0.5848 0 0.7765

0.2995 0.5473 4 0.4631 0.5473 0.7765 0

0.6029 0.7765

Nyńı je již zřejmý i obsah vektor̊u I a J, vektor I obsahuje indexy bod̊u odpov́ıdaj́ıćı

č́ısl̊um řádk̊u prvk̊u horńı trojúhelńıkové matice v matici D, vektor J potom indexy od-
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pov́ıdaj́ıćı č́ısl̊um sloupc̊u.

Hodnota EMM se vypočte jako odmocnina z minimálńıho prvku vektoru d.

Některé algoritmy byly podrobeny optimalizaci z pohledu implementace, zlepšeńı jejich

výsledk̊u ukazuje Obrázek 4.2. Výsledky uvedené na Obrázku 4.2 vlevo byly publikovány

v [Myšáková and Lepš, 2011]. Můžeme si všimnout výrazného zrychleńı algoritmů, stoj́ı

za upozorněńı navýšeńı počtu iteraćı provedených v jednotlivých metodách za obdobný

časový interval.

V př́ıpadě metod výměna náhodný náhodný, výměna Cmin náhodný, ubı́ránı́ a ubı́rá-

nı́ NEW bylo dosaženo zrychleńı předevš́ım zamezeńım přepoč́ıtáváńı vzájemných vzdále-

nost́ı mezi všemi body návrhu v každé iteraci. V algoritmech s výměnami bod̊u nejsou po

prohozeńı přepoč́ıtávány vzájemné vzdálenosti mezi všemi body, nýbrž pouze ty, které jsou

změnou dotčeny. Zde byly vyzkoušeny dvě varianty - výpočet v rámci vektoru vzájemných

vzdálenost́ı d a v rámci plné matice vzájemných vzdálenost́ı D. Varianta s plnou matićı

je rychleǰśı, jelikož ve vektoru d je časově náročné vyhledáváńı prvk̊u dotčených výměnou

bod̊u - v plné matici jsou to zřejmě prvky ve sloupćıch a řádćıch odpov́ıdaj́ıćıch pro-

hozeným bod̊um. V metodách založených na odeb́ıráńı bod̊u z přehuštěného návrhu je

pak kompletńı matice vzájemných vzdálenost́ı vytvořena pouze jednou a následně vždy

jen odebrán řádek a sloupec odpov́ıdaj́ıćı odebranému návrhovému bodu. V př́ıpadě me-

tody založené na Delaunayově triangulaci s rozdělováńım simplexu (s retriangulaćı až

po určitém počtu krok̊u) bylo zrychleńı dosaženo zamezeńım přepoč́ıtáváńı objemů všech

simplex̊u v každé iteraci. Nyńı je po triangulaci vytvořen vektor objemů jednotlivých sim-

plex̊u a až do př́ı̌st́ı triangulace je pracováno pouze s t́ımto vektorem. Objem rozděleného

simplexu je vynulován a do vektoru je přidán odpov́ıdaj́ıćı počet (n + 1) objemů nových

(rozděleńım vzniklých) simplex̊u s objemem rovným 1/(n + 1) objemu rozděleného sim-

plexu; n znač́ı počet dimenźı.
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L
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S standard LHS smooth on 3000 it.

výměna náhodný náhodný smooth on před opt.: 3000 it., po opt.: 7000 it.

výměna Cmin náhodný smooth on před opt.: 3000 it., po opt.: 7000 it.
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Delaunay stálá tr. (10 + 90) b.
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Delaunay rozdělováńı (10 + 90) b.

Obrázek 4.2: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algo-
ritmů na 2D doméně před a po provedeńı optimalizace z pohledu implementace algo-
ritmů. Kĺıč: smooth on umist’uje body náhodně v rámci intervalu; (10 + 90) znamená
10 náhodných počátečńıch bod̊u a 90 přidaných bod̊u, (np → 100) označuje 100 bod̊u
zbylých po odeb́ıráńı z np p̊uvodně vytvořených; tenké barevné křivky a znaménka +
znázorňuj́ı minimálńı a maximálńı hodnoty, tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100
spuštěńı.
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Výsledky

Obrázky 5.1 - 5.4 ukazuj́ı kompletńı výsledky prezentovaných metod na 2D - 5D hy-

perkrychĺıch. Vytvořeno bylo vždy 100 návrhových bod̊u. Pouze výsledky smooth off

variant metod standard LHS, výměna náhodný náhodný a metody výměna Cmin náhodný

zde kv̊uli zachováńı přehlednosti výsledných graf̊u nejsou uvedeny. Jejich chováńı a vztah

k odpov́ıdaj́ıćım smooth on variantám je však jasně patrný z d́ılč́ıch výsledk̊u v Sekci 2.1.3.

V př́ıpadě metod tvoř́ıćıch návrhy s fixńım počtem bod̊u splňuj́ıćı podmı́nky LHS

vid́ıme jasnou ztrátu metody standard LHS, ve které je použita
”
metoda hrubé śıly“,

tedy opakované tvořeńı nových návrh̊u. Nejen, že je proto metoda pomaleǰśı (za stejný

časový interval stihne cca třetinový počet iteraćı), ale nedosahuje zdaleka výsledk̊u metod

s výměnami bod̊u v jednou vytvořeném návrhu. Z těch má lepš́ı výsledky metoda, ve

které v každé iteraci najdeme dvojici s minimálńı vzájemnou vzdálenost́ı a jej́ı existenci

se snaž́ıme ukončit posláńım jednoho z těchto bod̊u do výměny. Je ovšem patrné, že s do-

statečným počtem iteraćı dosáhne obdobné hodnoty EMM i metoda, ve které vyměňujeme

pozice dvou zcela náhodných bod̊u. Pravděpodobnost úspěšné výměny (zvýšeńı hodnoty

EMM) je v ńı však výrazně nižš́ı (a klesá s rostoućım počtem návrhových bod̊u).

Metody ubı́ránı́ a ubı́ránı́ NEW dosahuj́ı stabilńıch velmi dobrých výsledk̊u ve všech

řešených dimenźıch. Kvalita výsledného návrhu sice roste s počtem bod̊u v návrhu výcho-

źım (s mı́rou přehuštěńı výchoźıho návrhu), ovšem poměrně pomalu a zdá se tak zbytečné

tvořit výchoźı návrh s mnohonásobně vyšš́ım počtem bod̊u, než má mı́t návrh výsledný.

Jasně nejlepš́ıch výsledk̊u ve 2D a ve 3D dosahuje nástroj Distmesh. Je schopný velice

rychle vytvořit kvalitńı návrh bez ohledu na kvalitu výchoźı sady bod̊u, na kterou byl

aplikován. Ve 4D je již však jeho chováńı poněkud znepokojivé a výsledky z 5D naznačuj́ı,

že je nutno věnovat se v́ıce jeho nastaveńı pro použit́ı ve vyšš́ıch dimenźıch. Nástroj má

problémy předevš́ım s povrchovou śıt́ı [Chen and Holst, 2011].

Výsledky testováńı metod LHS sequential ukazuj́ı, že jsou velice dobrým nástrojem

v př́ıpadě, že je požadováno zahuštěńı již vytvořeného LHS návrhu (s t́ım, že i výsledný

návrh má podmı́nky LHS splňovat). Výsledné návrhy vytvořené verzemi smooth on (vý-
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choźı návrh má polovičńı počet bod̊u) i smooth off (výchoźı návrh má třetinový počet

bod̊u) dosahuj́ı výsledk̊u srovnatelných s návrhy s předem daným počtem bod̊u.

Metody založené na Delaunayově triangulaci byly testovány s výchoźım LHS návrhem

o 10 bodech, ke kterému bylo přidáno daľśıch 90 bod̊u. Kvalita a použitelnost metod rychle

klesá s rostoućım počtem dimenźı. Lepš́ı hodnoty EMM samozřejmě dosahuj́ı varianty se

stálou triangulaćı, to je ovšem vyváženo výpočetńı náročnost́ı. Použit́ı heuristické pro-

cedury k určeńı iterace, ve které provést retriangulaci u metody s rozdělováńım simplexu

(mı́sto stálé triangulace) je úspěšné ve všech řešených př́ıkladech. Jak vid́ıme z výsledk̊u

aplikace periodických okrajových podmı́nek, řešeńı zp̊usobu a hustoty děleńı hraničńıch

objekt̊u v základńıch verźıch metody je kvalitńı. Použit́ı PBC v podstatě nepřináš́ı žádné

zlepšeńı, je jen logicky časově náročněǰśı. Ve vyšš́ıch dimenźıch neńı ve výsledných grafech

uvedeno všech 6 verźı metody s PBC (verze 1, 2, 5 provád́ı retriangulaci v každé iteraci,

verze 12, 15, 18 siplexy rozděluje, retrianguluje jen v určitých kroćıch), nebot’ jsou velmi

časově náročné. Obecně však v n-dimenzionálńım prostoru použitelné jsou.

Generátory kvazináhodných sekvenćı jsou rychlou metodou tvorby návrh̊u experi-

ment̊u.

Je zřejmé, že rychlost všech metod je implementačně závislá, uvedené výsledky však

jistě poskytuj́ı dobrou představu o jejich výkonnosti a přinášej́ı možnost jejich porovnáńı.

Kĺıč k Obrázk̊um 5.1 - 5.4: smooth on umist’uje body náhodně v rámci intervalu,

smooth off umist’uje body doprostřed intervalu; (10 + 90) znamená 10 náhodných počá-

tečńıch bod̊u a 90 přidaných bod̊u, (np → 100) označuje 100 bod̊u zbylých po odeb́ıráńı

z np p̊uvodně vytvořených; tenké barevné křivky a znaménka + znázorňuj́ı minimálńı

a maximálńı hodnoty, tučná křivka znač́ı pr̊uměrné hodnoty ze 100 spuštěńı.
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výměna náhodný náhodný smooth on 7000 it.
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LHS sequential smooth on (1500 + 7000) it.

LHS sequential smooth off (250 + 7000) it.
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Distmesh výchoźı body: rand 100 b.; 3000 it.

Distmesh výchoźı body: ubı́ránı́ (200→100) b.;
3000 it.

Distmesh výchoźı body: ubı́ránı́ NEW (200→100)
b.; 3000 it.
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Delaunay stálá tr. (10 + 90) b.
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Delaunay rozdělováńı (10 + 90) b.
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Delaunay rozd. + heuristika (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 1 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 2 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 5 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 12 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 15 (10 + 90) b.
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Delaunay PBC verze 18 (10 + 90) b.
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Haltonova sekvence prvńıch 100 b.
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Sobolova sekvence prvńıch 100 b.
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Obrázek 5.1: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
na 2D doméně.
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Obrázek 5.2: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
na 3D doméně.
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Obrázek 5.3: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
na 4D doméně.
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Distmesh výchoźı body: ubı́ránı́ NEW (200→100)
b.; 500 it.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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Obrázek 5.4: Porovnáńı rychlosti (čas) a kvality (EMM - vyšš́ı hodnota je lepš́ı) algoritmů
na 5D doméně.
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Kapitola 6

Závěr

”
Všechny modely jsou mylné, ale některé mohou být užitečné.“15 To jsou slova George

E. P. Boxe (nar. 1919), který je shodou okolnost́ı zetěm R. A. Fishera, jehož citátem

byla tato práce uvedena. K větš́ı užitečnosti model̊u slouž́ı i návrhy experiment̊u - designs

of experiments (DoEs), jež byly předmětem této práce.

Zabývali jsme se metodami pro tvorbu návrh̊u s fixńım, předem stanoveným počtem

bod̊u i návrh̊u doplňovaných. Neńı překvapivé, že doplňované návrhy nedosahuj́ı kvality

těch optimalizovaných od začátku na daný počet návrhových bod̊u. Kvalita výsledného

návrhu také zcela jistě záviśı na kvalitě návrhu výchoźıho, k němuž jsou daľśı body

přidávány.

Jako kritérium hodnoceńı i jako ćılová funkce v procesu optimalizace byla použita

Euklidovská maximin vzdálenost (EMM). Jistě bude zaj́ımavé porovnat představené me-

tody i pomoćı daľśıch kritéríı a źıskat tak představu o jejich výkonnosti i z jiných hledisek.

Plánované je rovněž testováńı metod při tvorbě nižš́ıho i vyšš́ıho počtu návrhových

bod̊u a rozš́ı̌reńı počtu dimenźı návrhových prostor̊u. V této práci jsme se v návrźıch

drželi počtu 100 bod̊u a pohybovali jsme se ve dvou až pěti dimenźıch.

Celkově lze jako nejúspěšněǰśı hodnotit metody s výměnami bod̊u v LHS návrhu a me-

tody založené na odeb́ıráńı bod̊u ze záměrně přehuštěného výchoźıho návrhu. Dobrých

výsledk̊u dosahuje i sekvenčńı metoda, ve které přidáváme body do p̊uvodńıho LHS

návrhu. Metody založené na Delaunayově triangulaci jsou ve vyšš́ıch dimenźıch časově

velmi náročné. To plat́ı předevš́ım pro varianty s retriangulaćı v každé iteraci. Na tomto

mı́stě je vhodné zmı́nit, že kromě použit́ı periodických okrajových podmı́nek k řešeńı

problému s děleńım hraničńıch objekt̊u lze využ́ıt možnosti tvorby návrhu ve
”
zvětšené“

hyperkrychli (tak dlouho, dokud v ćılové doméně nebude požadovaný počet bod̊u). V ta-

kovém př́ıpadě by nás kvalita děleńı hraničńıch objekt̊u a tedy i kvalita návrhu v okra-

jových oblastech této
”
zvětšené“ hyperkrychle nemusela znepokojovat, nebot’ bychom na-

15Původně
”
All models are wrong, but some are useful.“ [Box and Draper, 1987].
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konec pouze
”
vyř́ızli“ středovou ćılovou hyperkrychli. Použit́ı nástroje Distmesh je velmi

efektivńı při ńızkém počtu dimenźı.

Zaj́ımavých výsledk̊u bychom jistě mohli dosáhnout i zkombinováńım jednotlivých me-

tod, např́ıklad použit́ım metody výměna náhodný náhodný nebo výměna Cmin náhodný

na výchoźı návrh źıskaný z přehuštěného návrhu metodou ubı́ránı́ nebo ubı́ránı́ NEW.

Výsledný návrh by nesplňoval LHS podmı́nky, ale rovnoměrnost pokryt́ı návrhového pro-

storu by mohla být velmi dobrá.

Kromě zde uvedených metod je daľśı možnost́ı tvorby návrh̊u experiment̊u použit́ı

známých zoptimalizovaných návrh̊u. Ty jsou zpravidla vytvořeny pro velký počet návrho-

vých bod̊u v r̊uzných dimenźıch a existuj́ı metody pro jejich
”
ořezáńı“ pro požadovaný

počet bod̊u a dimenźı; v́ıce např. v [Cioppa and Lucas, 2007].

Tato práce se zabývala pouze tvorbou návrh̊u v regulárńıch návrhových prostorech

(v prostorech tvaru hyperkrychle). Náš daľśı výzkum bude vyšetřovat schopnosti pre-

zentovaných metod pro návrh na neregulárńıch doménách. Na prvńı pohled se zde me-

tody založené na LHS zdaj́ı nevhodné a lepš́ıch výsledk̊u zde mohou dosáhnout metody

využ́ıvaj́ıćı triangulaci, nebot’ pomoćı ńı můžeme źıskat dobrou představu o uspořádáńı

i nepravidelných prostor̊u.

Jedna z metod pro tvorbu návrh̊u s omezuj́ıćımi podmı́nkami ve dvou dimenźıch již

byla představena v [Myšáková and Lepš, 2012a]. Kombinuje použit́ı Delaunayovy trian-

gulace a nástroje Distmesh (viz Obrázek 6.1).

(a) Triangulace domény
s náhodně vytvořenými body.

(b) Triangulace náhodných
bod̊u vytvářej́ıćı systém
prut̊u.

(c) Výsledný návrh po apli-
kaci nástroje Distmesh.

Obrázek 6.1: Metoda tvorby DoE v neregulárńıch prostorech.
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[Szabó et al., 2007] Szabó, P. G., Markót, M. C., Csendes, T., Specht, E., Casado, L. G.,
and Garcãa, I. (2007). New Approaches to Circle Packing in a Square: With Program
Codes. Springer-Verlag New York, Inc., Secaucus, NJ, USA.

57



LITERATURA

[Toropov et al., 2007] Toropov, V. V., Bates, S. J., and Querin, O. M. (2007). Generation
of extended uniform latin hypercube designs of experiments. In Topping, B. H. V., edi-
tor, Proceedings of the Ninth International Conference on the Application of Artificial
Intelligence to Civil, Structural and Environmental Engineering. Civil-Comp Press, Sti-
rlingshire, UK.

[van Dam et al., 2009] van Dam, E. R., Rennen, G., and Husslage, B. (2009). Bounds for
maximin latin hypercube designs. Oper. Res., 57(3):595–608.
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Př́ıloha A

Výpočet objemu simplexu

Jelikož známe souřadnice vrchol̊u simplexu, použ́ıváme k výpočtu jeho objemu vztah
využ́ıvaj́ıćı právě (a pouze) souřadnice vrchol̊u [Vol, 2011].

Výpočet objemu simplexu ve 2D (3 vrcholy):

V2 =
1

2!

∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1)

1 x1(2) x2(2)

1 x1(3) x2(3)

∣∣∣∣∣∣
Výpočet objemu simplexu ve 3D (4 vrcholy):

V3 =
1

3!

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1) x3(1)

1 x1(2) x2(2) x3(2)

1 x1(3) x2(3) x3(3)

1 x1(4) x2(4) x3(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Výpočet objemu simplexu v nD (n + 1 vrchol̊u):

Vn =
1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1(1) x2(1) . . . . . . xn(1)

1 x1(2) x2(2) . . . . . . xn(2)
...

...
...

...
...

...
1 x1(n+1) x2(n+1) . . . . . . xn(n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
V zápisu xa(b) a znač́ı proměnnou (dimenzi), b označuje bod návrhu.
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Př́ıloha B

Výpočet souřadnic těžǐstě simplexu

K výpočtu souřadnic těžǐstě jsou použity plošné (trojúhelńıkové, barycentrické) sou-
řadnice [BCS, 2004]. Pro daný bod P udávaj́ı poměr plochy trojúhelńıku tvořeného bodem
P a stranami trojúhelńıku ABC a plochy trojúhelńıku ABC.

c

a
b

A
3
=A

PAB

A
1
=A

PBC

P [l
1
, l

2
, l

3
]

A=A
ABC

A
2
=A

PCA

A [x
A
, y

A
] B [x

B
, y

B
]

C [x
C

, y
C

]

l1 = APBC/A
l2 = APCA/A
l3 = APAB/A

xP = l1xA + l2xB + l3xC

yP = l1yA + l2yB + l3yC

Obrázek B.1: Plošné (trojúhelńıkové) souřadnice.

Těžǐstě trojúhelńıku má plošné souřadnice [1/3, 1/3, 1/3], těžǐstě čtyřstěnu [1/4, 1/4,
1/4, 1/4], těžǐstě n-dimenzionálńıho simplexu potom [1/(n + 1), 1/(n + 1), ..., 1/(n + 1)]
[Cen, 2003].

C [1, 0, 0]

B [0, 1, 0]

A [0, 0, 1]

T [1/3, 1/3, 1/3]

c

a

b

Obrázek B.2: Těžǐstě trojúhelńıku s použit́ım plošných souřadnic.
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Př́ıloha C

Přehled prvk̊u (0-5)-dimenzionálńı
hyperkrychle

dimenze název vrcholy hrany stěny buňky 4-facety 5-facety

0 Bod 1
1 Př́ımka 2 1

2
Čtverec

4 4 1
Tetragon

3
Krychle

8 12 6 1
Hexahedron

4
Teserakt

16 32 24 8 1
Octachoron

5
Penterakt

32 80 80 40 10 1
Decateron

Tabulka C.1: Přehled prvk̊u hyperkrychle pro 0-5 dimenźı.

V Tabulce C.1 uvád́ıme přehled prvk̊u hyperkrychĺı do pěti dimenźı. Vı́ce informaćı
na [Hyp, 2002].
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Př́ıloha D

Parametry použitého poč́ıtače
a softwaru

ASUS PRO5DID-SX128V

Procesor Intel Core 2 Duo T6570 s frekvenćı 2,1 GHz, 2 MB L2 Cache,
800 MHz FSB, 2 jádra, 2 thready, Max TDP: 35 W

Operačńı pamět’ 4 (2+2) GB DDR3 1066 MHz
Grafická karta NVIDIA GeForce GT320M s 1024 MB vlastńı paměti

Operačńı systém Microsoft Windows 7 Home Premium 64-bit
Verze MATLABu R2010a
Překladač LATEXu MiKTeX 2.9

Tabulka D.1: Použitá poč́ıtačová sestava.
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Př́ıloha E

Obsah přiloženého CD

K této práci je přiloženo CD se zdrojovými kódy (soubory typu .m programu MATLAB)
pro jednotlivé metody uvedené v této práci.
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